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Рассмотрен подход к построению многофакторных моделей добычи и запасов 
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О дним из важнейших факторов разви-
тия  государства  является  привлече-
ние  инвестиций  в  реальный  сектор 
экономики,  в  особенности  в  мине-
рально-сырьевой,  на  котором  бази-

руется горнодобывающая и частично обрабаты-
вающая промышленность страны. Минерально-
сырьевой комплекс России обеспечивает более 
50%  доходной  части  бюджета  и  более  70%  ва-
лютных  поступлений  от  продаж.  По  какому  бы 
сценарию не строилось развитие отечественной 
экономики,  его  реализация  невозможна  без 
сырьевого обеспечения [1]. Это относится и неф-
тегазовым  видам  сырья,  являющимся  основой 
экспортного  потенциала  страны,  и  к  редкозе-
мельным  элементам,  без  которых  практически 
невозможным  становится  построение  иннова-
ционной экономики.

В  условиях  глобализации  мировой  эконо-
мики, возрастания роли минерально-сырьевых 
ресурсов  в  обеспечении  ее  потребностей  воз-
никает  объективная  необходимость  в  опера-
тивном  реагировании  на  изменения  в  сфере 
недропользования.  Значительно  повысилась 
роль  сбора  и  обработки  достоверной  геолого-
экономической  информации  в  режиме  реаль-
ного  времени,  объем  которой  в  современных 
реалиях  растет  экспоненциально  [2].  Отдель-
ные  работы  в  этом  направлении  проводятся 
в  настоящее  время,  например,  в  виде  опера-
тивного анализа состояния минерально-сырье-
вой  базы  по  твердым  полезным  ископаемым 
для  повышения  эффективности  управления 
в  сфере недропользования  [3]. Однако  выпол-
нение  подобных  работ  носит  непостоянный 
характер, являясь отдельной геологической за-
дачей  при  формировании  отчетных  материа-
лов.  В  результате  в  тематических  материалах 
и отчетах нередко завышается минерально-сы-
рьевой  потенциал  территории  региона,  феде-
рального округа и государства в целом, что при-
водит к ошибкам при планировании программ 
воспроизводства  минерально-сырьевой  базы 
и геологического изучения недр практически на 
всех уровнях управления [4, 5].

В  подобных  условиях  требуется  искать  но-
вые  способы  обоснования  оптимальных  объ-
емов  добычи  и  запасов  минерально-сырьевых 
ресурсов и прогнозирования, но уже в изменив-
шихся  экономических  условиях,  учитывающих 
потребности органов управления федерального 
и регионального уровня, инвесторов и действу-
ющих  недропользователей  в  доступной  гео-
лого-экономической  информации  о  реальном 
состоянии  минерально-сырьевого  потенциала 
государства, федерального округа, региона и хо-
зяйствующих субъектов. 

Актуальность  представленного  исследова-
ния  состоит  в  формировании  многофакторных 
моделей  добычи  и  запасов  по  видам  сырья, 
отличающимся наиболее высокими темпами по-
гашения  в  Центральном  федеральном  округе 
(ЦФО).  Авторская  методика  носит  универсаль-
ный  характер,  поэтому  может  быть  применена 
к другим  экономическим регионам и  к  различ-
ным видам сырья.

Рассмотрим построение моделей оптималь-
ных  объемов  добычи  сырья  и  запасов  мине-
рально-сырьевой базы, где объемы добычи вы-
ступают в качестве результативного показателя, 
а  запасы  –  в  качестве  факторного  признака. 
В  результате  построения  и  анализа  поля  кор-
реляции  следует  отметить,  что  между  добы-
чей  и  запасами  существует  обратная  связь,  т.е. 
с  ростом  добычи  объемы  запасов  железной 
руды  сокращаются,  не  обеспечивается  простое 
воспроизводство  по  данному  виду  сырья.  Эту 
взаимосвязь  можно  выразить  регрессионным 
уравнением,  которое  в  общем  виде можно  за-
писать следующим образом:

y a bxx = + , 

где a и b –параметры уравнения:  b yx y x

x x
=

− ⋅

−2 2
;

a y b x= − ⋅ .
Расчеты  показывают,  что  эта  зависимость 

выражается следующим линейным уравнением: 

y xx = −802 99 0 0197, , , 

т.е.  за  последние  годы  при  увеличении  за-
пасов железной руды на 1 млн т объемы ее до-
бычи сокращаются на 19,7 тыс. т. 

Для оценки статистической значимости коэф-
фициентов регрессии рассчитывается t-критерий 
Стьюдента и доверительные интервалы каждого 
из показателей. Выдвинем гипотезу о случайной 
природе показателей, т.е. о незначимом их отли-
чии от нуля. Оценка значимости коэффициентов 
регрессии с помощью критерия Стьюдента про-
водится путем сопоставления их значений с ве-
личиной случайной ошибки tb=b/ mb и ta=b/ ma.

Случайные  ошибки  параметров  линейной 
регрессии определяются по формулам: 

m
S
x xb
ocm=
−∑
2

2( )  и m S
x

na ocm
x

=
⋅
∑ 2

σ
.

Сравнивая расчетное и критическое (таблич-
ное)  значения  t-критерия,  принимаем  или  от-
вергаем выдвинутую ранее  гипотезу.  Если  tрасч> 
tтабл,  то  гипотезу  отклоняем  и  делаем  вывод, 
что  параметры  a и  b  статистически  значимы 
и  надежны,  не  случайно  отличаются  от  нуля 
и  сформировались  под  влиянием  систематиче-
ски действующего фактора  х.  В  противном  слу-



164   а п р е л ь  2 0 1 8

ЭКОНОМИКА 
ПРИРОДОПОЛЬЗОВАНИЯ

чае гипотезу принимаем и признаем случайную 
природу формирования  параметров уравнения, 
т.е.  параметры  a  и  b  статистически  незначимы 
и ненадежны [6].

Табличное  значение    t-критерия  Стьюдента 
при  уровне  значимости  0,05  и  числе  степеней 
свободы k=n-m=17-2=15, где m – число парамет-
ров уравнения, равно 2,13.

ta=4,48>tтабл=2,13 и |tb|=3,61>tтабл=2,13.

Следовательно,  гипотезу  о  случайной  при-
роде  формирования  параметров  уравнения  от-
клоняем. Параметры a и b статистически значи-
мы и надежны, не случайно отличаются от нуля 
и сформировались под влиянием действующего 
фактора х – запасов сырья.

Этот  вывод  подтверждает  и  анализ  границ 
доверительных  интервалов  параметров  a и  b. 
Значения  показателей,  характеризующие  гра-
ницы  интервалов,  имеют  одинаковые  знаки. 
Поэтому с вероятностью 95% можно утверждать, 
что параметры а и в, находясь в указанных гра-
ницах, не принимают нулевых значений, т.е. яв-
ляются статистически значимыми и существенно 
отличны от нуля.

Оценка  качества  уравнения  регрессии  со-
стоит в проверке гипотезы о статистической не-
значимости  уравнения  регрессии  и  показателя 
тесноты  связи.  Для  этого  сравним  фактическое 
(Fрасч) и критическое (табличное)  (Fтабл) значения 
F-критерия Фишера. (Fрасч) определяется из соот-
ношения значений факторной и остаточной дис-
персий, рассчитанных на одну степень свободы:

где  n  –  число  единиц  наблюдения;  m  –  число 
факторов.

Fтабл  – это  максимально  возможное  значе-
ние  критерия  Фишера  под  влиянием  случай-
ных факторов  при  двух  степенях  свободы  k1=m 
и K2=n-m-1 и уровне значимости α. Уровень зна-
чимости α – вероятность отвергнуть правильную 
гипотезу при условии, что она верна. Для эконо-
мических расчетов обычно значение α принима-
ется равным 0,05 (вероятность 95%).

В нашем случае k1=1 и K2=15. Тогда .
Поскольку Fтабл(1;15;00,5)=4,54, то гипотеза о слу-

чайной  природе  оцениваемых  уравнения  и  ко-
эффициента  корреляции  отклоняется  и  призна-
ется их статистическая значимость и надежность.

Качество уравнения регрессии также оцени-
вается  с  помощью  средней  ошибки  аппрокси-
мации, которая представляет собой среднее от-
клонение  расчетных  значений  результативного 
признака от его фактических значений:

A
n

y y
y
x=

−
⋅∑1 100



% .

Допустимый предел значений A – не более 
10%.

A=(115,254/ 17)100=6,8%. 

Качество  модели  высокое,  линейная  функ-
ция  наиболее  точно  описывает  зависимость 
между  объемами  добычи  и  запасов  железной 
руды.

Уравнение  регрессии  всегда  дополняется 
показателем  тесноты  связи.  Для  линейной  ре-
грессии в качестве такого показателя выступает 
линейный коэффициент парной корреляции ryx:

r b y x yx y x
yx

x

y x y x y
= = =

− ⋅σ
σ σ σ σ σ

cov( , )

Как  показывают  расчеты,  ryx =  0,682.  Сле-
довательно,  связь  между  добычей  и  запасами 
железной руды тесная. Однако коэффициент де-
терминации r2

yx=0,465 говорит о том, что вариа-
ция результативного признака (добычи) лишь на 
46,5% объясняется вариацией фактора – запасов 
сырья.  Остаточная  детерминация  100  –  46,5  = 
53,5%  показывает  долю  вариации  добычи  от 
других факторов. Следовательно, на 53,5% объ-
емы добычи железной руды зависят от контро-
лируемых факторов (технологических, финансо-
вых, экономических и пр.) [7].

Взаимосвязь между  результативным и фак-
торным  признаками  также  можно  охарактери-
зовать средним коэффициентом эластичности:

 

Расчеты  подтверждают,  что  далее  целесо-
образно  провести  факторный  анализ  добычи 
и  запасов  раздельно  с  целью  анализа  причин 
отсутствия  простого  воспроизводства,  выделив 
наиболее  значимые  факторы  как  для  добычи, 
так и для запасов сырья. 

Для построения моделей используем корре-
ляционно-регрессионный  анализ.  Множествен-
ную регрессию будем применять,  поскольку  из 
множества факторов, влияющих на результатив-
ный признак, нельзя выделить один доминиру-
ющий фактор, а поэтому необходимо учитывать 
одновременное влияние нескольких факторов.

Все факторы, влияющие на объемы запасов 
минерального  сырья,  разделим  на  три  группы: 
технологические, экономические и факторы экс-
пертной оценки.

Модель зависимости объемов добычи мож-
но выразить целевой функцией

Y=y1+y2+y3
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или  системой  одновременных  регрессионных 
уравнений 

Y
y
y
y

=














1

2

3

Уравнение  множественной  регрессии  за-
висимости  запасов  сырья  от  технологических 
факторов в общем виде можно представить сле-
дующим образом: 

y1= a1+b1x1+b2x2+b3x3+b4x4,
где  x1 – удельный  вес  разведанных  запасов,  %; 
x2 – удельный вес забалансовых запасов, %; x3 – 
удельный  вес  потерь  при  добыче,  %;  x4 –  доля 
распределенного фонда, %. 

Уравнение  зависимости  запасов  сырья  от 
экономических факторов:

y2=a2+b5x5+b6x6+b7x7+b8x8+b9x9+b10x10+b11x11+b12x12,

где  x5  –  доля  средств  федерального  бюджета 
в  общем  объеме  финансирования  геологораз-
ведочных  работ,  %;  x6  –  удельный  вес  средств 
субъекта  России  в  общем  объеме  финансиро-
вания  геологоразведочных  работ,  %;  x7  –  доля 
средств  недропользователей  в  общем  объеме 
финансирования  геологоразведочных  работ,  %; 
x8  –  удельный  вес  региональных  геолого-гео-
физических и геолого-съемочных работ в общем 
объеме,  %;  x9  –  доля  государственной  гидро-
геологической, инженерно-геологической и гео-
экологической  съемки  в  общем  объеме,  %; 
x10  –  доля  работ  по мониторингу  и  охране  гео-
логической среды в общем объеме, %; x11 – доля 
поисковых и геологоразведочных работ в общем 
объеме, %; x12 – удельный вес поисковых и гео-
логоразведочных  работ  на  твердые  полезные 
ископаемые в общем объеме, %.

Уравнение  зависимости  запасов  сырья  от 
факторов экспертной оценки: 

y3=a3+b13x13+b14x14+b15x15,

где  x13 – выявленные  ресурсы  категории  P1,  %; 
x14 – выявленные  ресурсы  категории  P2, %;  x15 – 
выявленные ресурсы категории P3, %. 

Таким  образом,  модель  зависимости  запа-
сов  сырья от  выбранных для анализа факторов 
можно записать в виде системы одновременных 
регрессионных уравнений:

Y

y a b x b x b x b x
y a b x b x b x b x
b

=

= + + + +
= + + + + +

+





1 1 1 1 2 2 3 3 4 4

2 2 5 5 6 6 7 7 8 8

9xx b x b x b x
y a b x b x b x

9 10 10 11 11 12 12

3 3 13 13 14 14 15 15

+ + +
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Уравнение  множественной  регрессии  зави-
симости запасов железной руды от технологиче-
ских факторов:

y x x x
x

1 1 2 3

4

1507 66 171 04 127 34 2 66
1 58
= − + + −

+
, , , ,

, .

Каждый  коэффициент  регрессии  показыва-
ет, на сколько единиц своего измерения увели-
чивается  или  уменьшается  результативный  по-
казатель  при  повышении  конкретного  фактора 
на единице своего измерения при условии, что 
остальные факторы при этом не изменяются.  

Интерпретируем  полученные  результаты. 
Рост на 1% удельного веса потерь руды при до-
быче  приводит  к  снижению  запасов  железной 
руды на 2,66 млн т при условии, что остальные 
факторы, входящие в уравнение, остаются неиз-
менными.

Увеличение доли распределенного фонда на 
1% способствует увеличению запасов железной 
руды на 1,58 млн т, при условии, что остальные 
факторы при этом не изменяются.

Статистическую  значимость  параметров 
уравнения (a,b1-b4) проверим с помощью t – кри-
терия  Стьюдента.  Его  табличное  значение  при 
числе степеней свободы k=4ttabl(4;0,05)=2,78.

Параметр a:

Параметр b1: 

Параметр b2: 

Параметр b3: 

Параметр b4: 

Таким  образом,  все  параметры  уравнения 
статистически  значимы  и  надежды.  Следова-
тельно, все факторы остаются в уравнении.

Тесноту связи между факторами и результа-
тивным показателем характеризует множествен-
ный коэффициент корреляции R, в нашем случае 
равный 0,906. Представление о качестве постро-
енного  уравнения и доли  влияния факторов на 
результативный  показатель  дает  множествен-
ный коэффициент детерминации  (R2=0,821).  Та-
ким  образом,  связь между  запасами железной 
руды  и  отобранными  для  анализа  факторами 
очень  высокая.  Кроме  того,  эти  факторы  фор-
мируют 82,1% изменения запасов руды и лишь 
17,9% вариации запасов руды зависит от других 
факторов, не включенных в уравнение.

Статистическая  значимость  модели,  каче-
ство модели и возможность применения в прак-
тических  расчетах  оцениваются  по  F  –  крите-
рию Фишера. Его расчетное значение Fрасч=13,77 
сравним  с  табличным  значением  критерия  при 
числе степеней свободы k1=4 и k2=12. 

Fрасч=13,77>Fтабл(4;12;0,05)=3,26.

Следовательно,  построенное  уравнение ре-
грессии с вероятностью 95% описывает влияние 
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выбранных факторов на запасы железной руды. 
Полученное  уравнение  может  быть  использо-
вано  для  практических  расчетов  и  прогнозиро-
вания.

Уравнение  зависимости  запасов  железной 
руды от экономических факторов:

y x x x
x x x

2 5 6 7

8 9

12336 55 48 12 41 53 28 14
47 36 7 66 5 73
= + + + +

+ + +
, , , ,

, , , 110 11 1212 31 2 53+ +, ,x x

Проверка  значимости  параметров  уравне-
ния  по  критерию  Стьюдента  (tтабл(8;0,05)=2,31)  по-
казала статистическую значимость и надежность 
включенных в анализ факторов.

При увеличении доли средств федерального 
бюджета в общем объеме финансирования гео-
логоразведочных работ на 1% запасы железной 
руды возрастают на 48,12 млн т.

С ростом на 1% доли средств  субъекта Рос-
сии  в  общем объеме финансирования  геолого-
разведочных работ запасы железной руды повы-
шаются на 41,53 млн т.

Повышение доли средств недропользовате-
лей  в  общем объеме финансирования  геолого-
разведочных работ на 1% ведет к росту запасов 
руды на 28,14 млн т. 

Увеличение  на  1%  доли  региональных  гео-
лого-геофизических и  геолого-съемочных работ 
в  общем  объеме  влечет  за  собой  рост  запасов 
железной руды на 47,36 млн т.

Рост  доли  работ  по  мониторингу  и  охране 
геологической  среды  в  общем  объеме  на  1% 
способствует  увеличению  запасов  руды  на 
5,73 млн т при фиксированном значении осталь-
ных факторов.

Повышение на 1% удельного веса поисковых 
и  геологоразведочных  работ  в  общем  объеме 
финансирования ведет к росту запасов руды на 
12,31  млн  т  при  неизменности  остальных  фак-
торов.

Общее  влияние  выделенных  факторов  на 
объемы  запасов  железной  руды  формирует 
85,7% вариации результативного фактора. Связь 
между  выбранными  для  модели  факторами 
и запасами железной руды очень высокая, о чем 
говорит  значение  коэффициента  множествен-
ной регрессии, равное 0,925.

В  целом  уравнение  статистически  значимо 
и надежно, что показывает расчетное значение 
критерия Фишера:

Fрасч=36,01>Fтабл(8;8;0,05)=3,44.

Уравнение  регрессии,  характеризующее  за-
висимость  запасов железной  руды  от  выявлен-
ных ресурсов, имеет вид:

y x x x3 13 14 155298 57 11 69 1 54 10 8= + + +, , , , .

С увеличением на 1% выявленных ресурсов 
категории Р1 запасы железной руды могут выра-
сти на 11,69 млн т.

С повышением на 1% выявленных ресурсов 
категории Р2 результативный показатель возрас-
тает на 1,54 млн т.

Рост  на  1%  объемов  выявленных  ресурсов 
категории  Р3 может  привести  к  повышению  за-
пасов руды на 10,8 млн т.

Все факторы модели  проходят  проверку  по 
критерию  Стьюдента  tтабл(3;0,05)=2,57.  Уравнение 
статистически значимо и надежно 

Fрасч=19,73>Fтабл(3;13;0,05)=3,41. 

Âèä ñûðüÿ Óðàâíåíèå òðåíäà*

Çàïàñû 

Æåëåçíàÿ ðóäà y=33950,58-126,41t

Äîáû÷à

Æåëåçíàÿ ðóäà  y=135,8-2,35t
*t – óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå ãîäà

Âèä ñûðüÿ 2016 ã.
Ïðîãíîç

ïåññèìèñòè÷åñêèé
ñðåäíèé

(äèíàìè÷åñêèé)
îïòèìèñòè÷åñêèé

Çàïàñû, ìëí ò

Æåëåçíàÿ ðóäà 31690 29541 30032 30523
Äîáû÷à, ìëí ò

Æåëåçíàÿ ðóäà 173 143,4 208,5 273,6

Таблица 1. 

Динамика показателей запасов и добычи сырья

Таблица 2. 

Прогноз запасов и добычи минерального сырья на 2030 г.
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Совокупное  влияние  факторов  формирует 
82%  изменения  запасов  железной  руды.  Взаи-
мосвязь  между  факторами  и  результативным 
показателем очень высокая (R=0,905).

Зависимость  запасов  железной  руды  от 
включенных  в  анализ факторов можно описать 
следующей моделью одновременных регресси-
онных уравнений:
Y
y x x x x
y

=

= − + + − +
=





1 1 2 3 4

2

1507 66 171 04 127 34 2 66 1 58
12336 55
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, ++ + + + +

+ + +
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Относительная  ошибка  расчетов  по  дан-
ной  модели  определяется  по  формуле: 
e(%)=(Yрасч/ Yфакт)100-100  . Фактическое значение 
запасов железной руды составляет 31690 млн т. 
Расчетное  значение  запасов  y1+y2+y3  = 
31525,2  млн  т.  Относительная  ошибка  расчета 
0,52%{(31525,2/ 31690)100-100}.

Изучение  динамики  показателей  запасов 
и добычи минерального сырья дало результаты, 
представленные в табл. 1.

Из  уравнения  тренда  запасов железной ру-
ды следует, что за период с 2000 по 2016 гг. они 
в среднем ежегодно снижались на 126,4 млн т, 
а  объемы  добычи  руды  в  среднем  ежегодно 

Ãîäû
Ïðîãíîç, ìëí ò

ïåññèìèñòè÷åñêèé ñðåäíèé (äèíàìè÷åñêèé) îïòèìèñòè÷åñêèé

2017 31339 31675 32011

2018 31201 31549 31897

2019 31063 31422 31782

2020 30924 31296 31668

2021 30786 31170 31553

2022 30648 31043 31439

2023 30509 30917 31324

2024 30371 30790 31210

2025 30233 30664 31095

2026 30094 30538 30981

2027 29956 30411 30866

2028 29818 30285 30752

2029 29680 30158 30637

2030 29541 30032 30523

Ãîäû
Ïðîãíîç, ìëí ò

ïåññèìèñòè÷åñêèé ñðåäíèé (äèíàìè÷åñêèé) îïòèìèñòè÷åñêèé

2017 133,4 178,0 222,6

2018 134,2 180,4 226,5

2019 135 182,7 230,4

2020 135,7 185,1 234,4

2021 136,5 187,4 238,3

2022 137,3 189,7 242,2

2023 138 192,1 246,1

2024 138,8 194,4 250,1

2025 139,6 196,8 254,0

2026 140,3 199,1 257,9

2027 141,1 201,5 261,8

2028 141,9 203,8 265,8

2029 142,6 206,2 269,7

2030 143,4 208,5 273,6

Таблица 3. 

Прогноз запасов железной руды

Таблица 4. 

Прогноз добычи железной руды
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повышались  на  2,35  млн  т.  За  анализируемый 
период в среднем ежегодно запасы стекольного 
сырья  увеличивались  на  3,69  млн  т,  а  объемы 
добычи  сырья  повышались  в  среднем  за  год 
на 0,01 млн т. Запасы цементного сырья имеют 
тенденцию  к  снижению  (в  среднем  за  год  на 
0,68 млн т), а объемы добычи имеют тенденцию 
роста (в среднем ежегодный прирост добычи со-
ставлял 1,3 млн т). 

В  основе  прогноза  лежит  регрессионный 
анализ, где в качестве независимой переменной 
выступает время: yt=a+bt. Параметры уравнения 
для пессимистического и оптимистического про-
гноза  определяются  исходя  из  доверительных 
интервалов  параметров  уравнения  при  уровне 
значимости a=0,05.

На  основе  полученных  базовых  динамиче-
ских моделей  нами  был  составлен  прогноз  до-
бычи и запасов минерального сырья до 2030  г.  
(табл. 2–4). 

По пессимистическому прогнозу, к 2030 г. по 
сравнению  с  2016  г.  запасы железной руды  со-
кратятся на 2149 млн т (6,8%), а объемы добычи 
уменьшатся  на  29,6  млн  т  (17,1%).  Графически 
оптимальные  объемы  добычи  и  запасов  пред-
ставлены на рис. 1, 2.

Таким  образом,  для  проведения  фактор-
ного  анализ  оптимальных  объемов  добычи 
и  запасов  были  выделены  значимые  факто-
ры  как  для  добычи,  так  и  для  запасов  сырья. 
Для  построения  многофакторных  моделей  оп-
тимальных  объемов  добычи  и  запасов  был 

Рис. 1. 
Прогноз оптимальных объемов запасов железной руды

Рис. 2. 
Прогноз оптимальных объемов добычи железной руды
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использован  корреляционно-регрессионный 
анализ, в частности уравнения множественной 
регрессии,  который  позволил  выразить  зави-
симость  среднего  значения  запасов  железной 
руды от нескольких независимых переменных, 
т.к.  из  множества  факторов,  влияющих  на  ре-
зультативный  признак,  нельзя  выделить  один 

доминирующий фактор, а поэтому необходимо 
учитывать  одновременное  влияние  несколь-
ких  факторов.  В  результате  сформирован  про-
гноз  оптимального  уровня  добычи  и  запасов 
железной  руды,  обеспечивающий  устойчивое 
развитие  предприятий  минерально-сырьевого 
комплекса. 
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